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Введение. Обработку данных, полученных по результатам выпол-
ненных исследований проводят, применяя корреляционно-регрессион-
ный анализ.

При этом изучают и описывают зависимости между выходными 
характеристиками (результатами исследований) и входными параме-
трами (изменяемыми независимыми факторами). Кроме того, оцени-
вают полученную функцию регрессии (математическую модель, харак-
теризующую влияние основных независимых факторов процесса на 
критерий оптимизации) [1-3].

Материалы и методы исследований. Полученные функции ре-
грессии (модельные уравнения регрессии) можно охарактеризовать 
функцией математического ожидания:

,                                   (1)
где Y, X  – независимые случайные параметры, обладающие постоянной 
дисперсией и факторы наблюдаемого признака соответственно.

В указанной зависимости оценивали β0 и β1 – коэффициенты ре-
грессии, а также значение остаточной дисперсии σ2

ост.
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За остаточную дисперсию принимают ту часть результативного 
признака, которую невозможно объяснить действием наблюдаемого 
признака. Это необходимо для выявления точности подбора функцио-
нального вида регрессии (модельного уравнения регрессии), полноты 
набора признаков, включённых в анализ полученных эксперименталь-
ных данных. Параметры функции регрессии находили, применяя спо-
соб наименьших квадратов, в основе которого лежит положение, что 
наилучший вид уравнения приближённой регрессии даёт та функция, 
для которой сумма квадратов отклонений имеет наименьшее значение 
[2]:

,                                     (2)
где f(xi) – принятый вид функции (модель уравнения регрессии).

При этом если y = f(x,b0,b1,b2,...,bn) является дифференцируемой 
функцией и необходимо выявить численные значения коэффициентов 
входящих в её состав при ограничении, что

,                               (3)
то важным условием минимума Φ = (b0,b1,b2,...,bn) служит соблюдение 
зависимости:

,                              (4)
или:

  (5)
Полученная система является системой нормальных уравнений, 

так как количество зависимостей, входящих в её состав, соответству-
ет количеству неопределённых коэффициентов уравнения регрессии 
(b0,b1,b2,...,bn).
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В общем виде решить полученную систему уравнений проблема-
тично. Для нахождения решения необходимо задать функцию f. Так, 
при определении коэффициентов уравнения вида Y = b0 + b1x1, при вы-
борке n, система нормальных уравнений будет иметь вид [4]:

,                                     (6)
или

                                   (7)
а коэффициенты b0 и b1 определяют из решения этой системы уравне-
ний.

В случае нелинейной регрессии, когда зависимость действующих 
факторов нелинейна по переменным x, и описана видом:

 ,                          (8)
оценкой выражения (8) служит уравнение регрессии:

,                                          (9)
где b0 и b1 - оценки коэффициентов регрессии β0 и β1.

Используя указанный выше способ наименьших квадратов для на-
хождения коэффициентов, получим [5]:

 .                   (10)
Дифференцируя равенство (4.10) по b0 и b1 и приравняв правые 

части полученных уравнений нулю, получим систему нормальных урав-
нений вида:

                                                         (11)
После получения и определения вида уравнения регрессий важ-

ным моментом является проверка значимости коэффициентов, вхо-
дящих в её состав. Определяют, достаточна ли величина оценки для 
статистически аргументированного заключения о том, что тот или иной 
коэффициент регрессии отличен от нуля.
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С этой целью проверяют гипотезу о равенстве нулю коэффициен-
та регрессии, соблюдая предпосылки «нормальной регрессии». В этом 
случае вычисляемая для проверки нулевой гипотезы H0 : β = 0 величина

имеет распределение Стьюдента с k = n -2 степенями свободы (b - оцен-
ка коэффициента регрессии, Sb - оценка среднего квадратического от-
клонения коэффициента регрессии - стандартная ошибка оценки). По 
уровню значимости α числу степеней свободы k находят по таблицам 
распределения Стьюдента критическое значение tα,k, удовлетворяющее 
условию [6]

.                                       (12)

Если , то нулевую гипотезу о равенстве нулю коэффици-
ентов регрессии отвергали и коэффициенты считают значимыми. В слу-

чае  принимают нулевую гипотезу (коэффициенты регрессии 
незначимы).

Оценки среднего квадратического отклонения коэффициентов ре-
грессии определяют по следующим зависимостям:

 
,                         (13)

где

 

.

При этом доверительный интервал для значимых параметров 
строят исходя из условия

,                       (14)

где α - уровень значимости.
Тогда

.                                    (15)
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Следует отметить, что полученная регрессия характеризует изменение 
условного математического ожидания результативного признака от вариа-
ции остальных признаков. Точечной же оценкой условного математического 

ожидания M(Y|X = χ) служит условное среднее . Кроме точечной оцен-
ки для M(Y|X = χ) можно оценить доверительный интервал в точке x = x0.

Если известно, что зависимость  имеет 
распределение Стьюдента с k = n - 2 степенями свободы, то, определив 
среднее квадратическое отклонение для условного среднего, можно 
построить доверительный интервал для условного математического 
ожидания M(Y|X = χ) в точке x = x0 [4].

После получения уравнения регрессии оценивают его значимость - уста-
навливают, соответствует ли полученная математическая модель, характери-
зующая зависимость между Y и X экспериментальным данным. Для оценки 
значимости в предпосылках «нормальной регрессии» проверяли гипотезу H0: 
β = 0. Если она отвергается, то считают, что между Y и X нет связи (или связь 
нелинейная). Для проверки нулевой гипотезы используют положение диспер-
сионного анализа о разбиении суммы квадратов на слагаемые.

Для проверки нулевой гипотезы вычисляют статистику 

, которая имеет распределение Фишера - Сне-
декора с k1 = 1, k2 = n - 2 cтепенями свободы (n – число наблюдений).

По уровню значимости α и числу степеней свободы k1 и k2 находят 
по таблицам F - распределение критическое значение F(α,k1,k2), удов-
летворяющее условию:

  .                                     (16)

Если , нулевую гипотезу отвергают, полученное 

уравнение регрессии считают значимым. В случае  урав-
нение регрессии статистически незначимо.

В случае если изменения результативного признака характеризу-
ются действием совокупности других признаков, имеет место много-
мерный регрессионный анализ.

Так, если Y - результативный признак, а (χ1, χ2, ..., χm) - независимые 
признаки, тогда для многомерного случая предпосылки регрессионно-
го анализа можно сформулировать следующим образом.
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Y - независимые случайные величины со средним M(Y|X = χ1, χ2, ..., 

χm) и постоянной дисперсией , (χ1, χ2, ..., χm) - линейно независимые 
векторы χ(χ11, χ12, ..., χn), … χm(χm1, χm2, ..., χmn).

Рассмотрим модель вида

.                  (17)
Оценке при этом подлежат параметры β0, β1, …, βm и остаточная 

дисперсия. Заменив параметры их оценками, запишем уравнение ре-
грессии

.                                 (18)
Коэффициенты в этом выражении находят методом наименьших 

квадратов [3].

Оценкой остаточной дисперсии  является

,                           (19)
где yi - измеренное значение результативного признака; y(xi) - значение 
результативного признака, определённое из уравнения регрессии.

Если выборка получена из нормально распределённой генераль-
ной совокупности, то можно проверить значимость оценок коэффици-

ентов регрессии. В этом случае статистику  вычисляем для 
каждого j - го коэффициента регрессии (j = 1, 2, ..., m):

, , ,

где  - элемент обратной матрицы, стоящий на пересечении  i - й стро-

ки и j - го столбца;  - диагональный элемент обратной матрицы [6].
Заключение. Таким образом, при заданном уровне значимости 

α и числе степеней свободы k = n - m по соответствующим таблицам 
находят значение tα,k. Если расчётное значение t > tα,k, то оценку ко-
эффициента принимают значимой. Подобную проверку осуществляют 
последовательно для каждого коэффициента регрессии. В случае если  
t < tα,k - оценку коэффициента регрессии считают незначимой.
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