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В статье рассмотрено движение сыпучего материала на основании гидродинамической модели с исполь-
зованием уравнения Навье-Стокса для вязкой жидкости в векторной форме. Рассмотрен слой перемещаемого ма-
териала, толщина которого значительно меньше по сравнению с его длиной и шириной. В теоретической части 
статьи описываются исследования движения сыпучего материала в дозирующем устройстве, где учитываются 
площадь и масса материала. А средняя скорость частиц материала ограничивается высотой поднятия штифтов, 
которая отличается от скорости вращения диска, так как одной из основных характеристик сыпучего материала 
является коэффициент внутреннего трения частиц материала. При этом для определения пропускной способно-
сти дозатора учитывалось выражение для определения средней скорости перемещения частиц материала. Получе-
но уравнение, представляющее собой математическую модель неустановившегося режима движения, и проанали-
зировано с учетом граничных и начальных условий. Найдено отношение скорости перемещения сыпучего материала 
к линейной скорости транспортера в различных точках по толщине слоя перемещаемого материала в различные 
моменты времени. В итоге выявлено, что использование штифтов для истечения сыпучего материала из загрузоч-
ного окна в дисково-штифтовом дозирующем устройстве позволяет обеспечить значительное увеличение его про-
пускной способности. Полученные теоретические исследования для определения скорости перемещения сыпучего 
материала вращающимся диском с подпружиненными штифтами позволяют получить оптимальную пропускную 
способность устройства при дозировании частиц материала в зависимости от конструктивных параметров это-
го устройства и физико-механических свойств материала. При максимальной высоте штифтов в средней части 
зоны загрузки материала пропускная способность устройства не превышала 0,55 кг/с.

Работа выполнена в рамках гранта Президента Российской Федерации для государственной 
поддержки молодых российских ученых - кандидатов наук МК-6675.2018.8

введение
В сельскохозяйственном производстве 

большое значение имеет повышение качества 
дозирования сыпучих материалов. Одними из 

основных направлений улучшения функциони-
рования дозирующих устройств является теоре-
тическое исследование и моделирование про-
цессов переноса материала. Главным и суще-

05.20.00 Процессы и машины агроинженерных систем
05.20.01 - технологии и средства механизации сельского хозяйства
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ственным недостатком существующих средств 
дозирования следует считать высокие энергети-
ческие и материальные затраты на выполнение 
технологического процесса. Это обуславливает 
необходимость совершенствования средств до-
зирования сыпучих материалов, оптимизации 
их параметров и режимов работы, в том числе и 
на основе анализа математических выражений, 
описывающих процесс их работы.

Работа рассматриваемого устройства для 
дозирования сыпучих материалов заключает-
ся в следующем. Под действием вращающе-
гося диска штифты движутся по поверхности 
направляющей шайбы, причем траектория их 
движения повторяет форму шайбы за счёт под-
пружиненных опорных концов (рис. 1). Во вре-
мя движения штифты приподнимаются выше 
уровня козырька и далее поочерёдно входят в 
перемещаемый в устройстве материал. Вслед-
ствие этого своды, образовавшиеся возле загру-
зочного окна, разрушаются, и сыпучий материал 
равномерно распределяется по вращающемуся 
диску. Затем материал ровным слоем переме-
щается через выходное окно и скребком сбра-
сывается в эжекторное устройство [1].

объекты и методы исследований
Выполним теоретические исследования 

движения сыпучего материала в дозирующем 
устройстве. Учтем, что площадь и масса матери-
ала известны. Средняя скорость частиц материа-
ла, которая ограничена высотой поднятия штиф-
тов, отлична от скорости вращения диска, так 
как одной из основных характеристик сыпучего 
материала является коэффициент внутренне-
го трения частиц материала. Для определения 
пропускной способности дозатора необходимо 
учитывать выражение для определения сред-
ней скорости перемещения частиц материала.

Движение сыпучего материала соверша-
ется за счет вращения диска (рис. 1). Ось X со-
впадает с направлением перемещения мате-
риала диском, а ось Z направлена вертикально 
вверх.

Для исследования движения исследуе-
мого сыпучего материала рассмотрим его как 
вязкую жидкость с насыпной плотностью γ, а ки-
нематический коэффициент внутреннего трения 
частиц материала обозначим через η. Динамику 
движения материала выразим через уравнение 
Навье-Стокса для вязкой жидкости в векторной 
форме [2, 3, 4]:

21 ,F gradP
t
υν υ

γ
∂

− + ∇ =
∂

rur r

 (1)

где F – сила тяжести, действующая на 
частицу, Н; γ – плотность материала, кг/м3; P – 
нормальное давление на частицу, Па; ν = η/γ – 
коэффициент вязкости, м2/с; 

2∇  – дифференци-
альный оператор Лапласа; υ – скорость частицы, 
м/с; t – время перемещения, с.

Дифференциальный оператор Лапласа 
имеет вид:

2 2 2
2

2 2 2 .
x y z
∂ ∂ ∂

∇ = + +
∂ ∂ ∂ ,

где x, y, z – текущие координаты частицы.
Спроецировав силы, действующие на ча-

стицу сыпучего материала по осям системы ко-
ординат, перепишем уравнение в следующем 
виде:

2

2

2

1

1

1

x
x

y
y

z
z

d PX
dt x

d PY
dt y

d PZ
dt z

υ ν υ
ρ

υ
ν υ

ρ
υ ν υ

ρ

∂ = + ⋅∇ − ∂
 ∂

= + ⋅∇ − ∂
 ∂

= + ⋅∇ − ∂ , (2)
где υx, υy, υz - проекции скоростей частицы 

сыпучего материала на соответствующие коор-
динатные оси, м/с; X, Y, Z - проекция массовых 
сил, Н.

Поскольку движение материала соверша-
ется при вращении диска, то уравнение движе-
ния частицы материала рассматривается отно-
сительно подвижной системы координат. Тогда 
силы инерции, действующие на частицу, учиты-
ваются как массовые силы тяжести. 

Так как ось Х направлена по направлению 
движения, а ось Z перпендикулярна к оси Х, то 
для режимов движения дозирующего устрой-
ства уравнения (2) запишем следующим обра-

рис. 1 – схема распределения скорости 
материала, перемещаемого по диску: 

1 – ступеньки; 2 – подпружиненные 
штифты; 3 – вращающийся диск; 4 – козырёк

→
→

→
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зом:
2

2

1

x xd d
dt dz

P g
z

υ υν

ρ


=

 ∂ =
 ∂ .   (3)
Рассмотрим особенности процесса дози-

рования в рассматриваемом устройстве:
а) относительная скорость перемещения 

частиц сыпучего материала во время движения 
зависит от сил внутреннего трения;

б) относительное перемещение материа-
ла зависит от параметров движения диска.

Движение потока частиц описывается пер-
вым уравнением, входящим в систему (3), если 
при этом не учитывать силы инерции перенос-

ного движения. Преобразуем пространствен-
ную задачу в одномерную, тогда дифференци-
альное уравнение примет вид:

2

2
x xd d

dt dz
υ υν=

.  (4)
Зададим граничные условия движения 

диска, учитывающие факторы переносного дви-
жения. Обозначим толщину слоя перемещаемо-
го материала через h [5, 6, 7]. 

В качестве граничного условия движения 
материала примем, что при z = 0 υx = υ0, где υ0 
- линейная скорость на максимальном радиусе 
вращающегося диска, м/с.

Запишем граничные условия для переме-
щаемого слоя материала: при z = h; υx = 0. Для 
начальных условий (при t = 0) примем υx = 0 
(0 < z < h).

Рассматриваемое выражение с опреде-
лёнными начальными и граничными условиями 
является уравнением параболического типа. Тог-
да уравнение (4) с учётом граничных и началь-
ных условий является математической моделью 
неустановившегося процесса дозирования. 

Далее заменим искомую функцию сум-
мой двух функций:

(z, ) ( ) (z, )w x uυ τ τ= + , (5)

где (z) 0w′′ = ; функция (z)w  удовлет-
воряет граничным условиям:

0(0) ; ( ) 0w w hυ= = , (6)

а функция ),( τxu  удовлетворяет уравне-
нию

2

2

u u
z

ν
τ
∂ ∂

=
∂ ∂ ,   (7)

при следующих однородных граничных 
условиях:

(0, ) 0; (h, ) 0u uτ τ= = , (8)
и при начальном условии

(z,0) (z,0) (z) 0x u wυ = + = , откуда    
(z,0) (z)u w= − .   (9)

Окончательно решение уравнения (4) 
примет вид:

2 2

2

0
1

2 1( , ) 1 sin
k t
h

x
k

z kz t e z
h k h

ν π πυ υ
π

∞ −

=

 
= − − ⋅ 

 
 

∑
    (10)

С учётом того, что можно ограничиться 
двумя членами данного ряда, получим:

рис. 2 – Зависимость отношений скоро-
стей ε от координаты z вдоль оси по толщине 
перемещаемого слоя в различные моменты 
времени: 1 – t = 1 c; 2 – t = 3 c; 3 – t = 10 c

рис. 3 – изменение отношения скоростей 
ε от координаты z вдоль оси по толщине пере-
мещаемого слоя и времени t.
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2 2

2 2
3

0
2( , ) 1 sin 1 cos

t t
h h

x
zz t z e e z
h h h

νπ νππ πυ υ
π

− −  
 = − − ⋅ + ⋅      .    (11)

Для анализа зависимости (11) опреде-
лим отношение скоростей перемещения сы-
пучего материала к линейной скорости диска 

0( , ) ( , ) /xz t z tε υ υ=  по толщине слоя семян 
в различные моменты времени:

2 2

2 2
3

0

( , ) 21 sin 1 cos
t t

x h hz t z z e e z
h h h

νπ νπυ π πε
υ π

− −  
 = = − − ⋅ + ⋅      . (12)

Из решения выражения (12) и условия, что 
t находится пределах 0…10 с, следует, что режим 
движения материала является установившимся, 
а скорость по оси z 

0( , ) 1x
zz t
h

υ υ  = − 
  .  (13)

Полученные выражения объясняют тот 
факт, что в дозирующее окно под козырёк вна-
чале попадают частицы, располагающиеся ря-
дом с окном, а затем - следующие за ними [8, 
9, 10].

результаты исследований
Результаты расчетов для различных случа-

ев расположения штифтов дозирующего устрой-
ства приведены на рисунках 2…7. На рисунке 2 
представлена зависимость отношения скоро-

стей 0/xε υ υ=  от координаты z вдоль оси по 
толщине перемещаемого слоя в различные мо-
менты времени.

На рис. 3 показана зависимость измене-
ния отношения скоростей 0( , ) ( , ) /xz t z tε υ υ=  
от координаты z вдоль оси по толщине переме-
щаемого слоя и времени t.

Зависимость отношения скоростей 

0/xε υ υ=  от координаты z в различные мо-
менты времени при выдвижении штифтов на 
высоту 6 мм показано на рис. 4.

Зависимость отношения скоростей 

0/xε υ υ=  от координаты z при t = 1 c и выхода 
штифтов h на высоту от 2 мм до 8 мм представ-
лено на рис. 5.

рис. 4 – Зависимость отношения скоро-
стей ε от координаты z в различные моменты 
времени: 1 – t = 1 c; 2 – t = 3 c; 3 – t = 10 c.

рис. 5 – Зависимость отношения скоро-
стей ε от координаты z при t = 1 c и различ-
ных высотах выхода штифтов h: 1 – h = 2 мм;  
2 – h = 4 мм; 3 – h = 6 мм; 4 – h = 8 мм

рис. 6 – изменение пропускной способ-
ности θ от высоты выхода штифтов h: где 1, 4 
– теоретические зависимости; 2, 3, 5 – экспе-
риментальные зависимости с различными ва-
риантами расположения штифтов: 2 – в на-
чале окна; 3 – в середине окна; 5 – в конце окна
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На рис. 6 показано изменение пропуск-
ной способности дозирующего устройства 

0/Q Qθ =  от высоты выхода штифтов h.
В результате анализа представленных за-

висимостей выявлено, что большая пропускная 
способность дозирующего устройства обеспе-
чивается при высоте штифтов более 6 мм и их 
расположении в начале и в конце зоны подачи 
материала. 

выводы
Использование штифтов для истечения 

сыпучего материала из загрузочного окна в 
дисково-штифтовом дозирующем устройстве 
позволяет обеспечить значительное увеличе-
ние его пропускной способности. Проведенные 
теоретические исследования по определению 
скорости перемещения сыпучего материала 
вращающимся диском с подпружиненными 
штифтами позволяют получить оптимальную 
пропускную способность устройства при до-
зировании частиц материала в зависимости от 
конструктивных параметров этого устройства и 
физико-механических свойств материала. При 
максимальной высоте штифтов в средней части 
зоны загрузки материала пропускная способ-
ность устройства не превышает 0,55 кг/с.
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thEorEtical rEsEarch of thE procEss of bulK matErial dosinG

Semashkin N.M.1, Isaev Yu.M.1, Kryuchin N.P.2, Kryuchin A.N.2
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Key words: particle, bulk material, Navier-Stokes equation, dosing, movement, throughput.
The article describes the movement of bulk material based on the hydrodynamic model using the Navier-Stokes equation for viscous fluid in vector form. 

A layer of transported material is studied, its thickness is significantly smaller compared to its length and width. The theoretical part of the article describes 
studies of the movement of bulk material in a dosing device, which takes into account the area and mass of the material. The average speed of the particles of 
the material is limited by the height of the raising of pins, which differs from the speed of disk rotation, since one of the main characteristics of the bulk material 
is the coefficient of internal friction of the particles of the material. At the same time, to determine the throughput of the measuring hopper, an equasion was 
taken into account to determine the average speed of movement of particles of a material. An equation was derived that represents a mathematical model of 
an unsteady motion regime and it was analyzed taking into account boundary and initial conditions. The ratio of the velocity of the bulk material to the linear 
velocity of the conveyor at various points along the thickness of the layer of the material being moved at different time is found. As a result, it was revealed that 
the use of pins for the flow of bulk material from the loading chamber of the disk-pin dosing device allows to provide a significant increase in its throughput. 
The obtained theoretical studies of the movement speed specification of the bulk material by a rotating disk with spring pins allow to obtain a suitable 
throughput of the device when dosing particles of the material depending on the design parameters of this device and the physical and mechanical properties 
of the material. With the maximum height of the pins in the middle part of the material loading zone, the throughput of the device did not exceed 0.55 kg / s.
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